
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãî-
ôàçíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, âñå åùå îòêðûòûì âî-
ïðîñîì. Ôàêòè÷åñêè, äâèæåíèå ñìåñè ôëþè-
äîâ, ñîñòîÿùèõ èç ðàçëè÷íîãî ÷èñëà êîìïî-
íåíò, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ñ òî÷êè
çðåíèÿ ôèçèêè çàäà÷ó, ïîñêîëüêó íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü ðàçëè÷íûå ïðîöåññû â ðàçíûõ
ìàñøòàáàõ îäíîâðåìåííî. Â ìèêðîñêîïè÷åñ-
êîì ìàñøòàáå ïðåîáëàäàþò êàïèëëÿðíûå ñè-
ëû, òîãäà êàê ñèëû òðåíèÿ (âÿçêîñòü) è òÿæå-
ñòè îáû÷íî ó÷èòûâàþòñÿ ïðè êðóïíîìàñ-
øòàáíîì îïèñàíèè. Îäíàêî ïîìèìî ýòîãî
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ìàññîîáìåí ìåæäó
ôàçàìè, ñóùåñòâåííî ïðîÿâëÿþùèé ñåáÿ ïðè
ÿâëåíèÿõ, õàðàêòåðíûõ â òåõíîëîãèÿõ äîáû-
÷è íåôòè ïóòåì çàêà÷êè ãàçà ïðè âûñîêîì
äàâëåíèè èëè ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ âå-
ùåñòâ. Öåííîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
õîòÿ áû íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýòîé ñå-
ðüåçíîé ïðîáëåìû ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùèõ
ìîìåíòàõ [2]:
— áûñòðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëàáîðàòîðíûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ;
— âûÿâëåíèå ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ, ñïîñîáíîé

îïðåäåëèòü áîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû äî-
áû÷è ôëþèäîâ â ïîäïîâåðõíîñòíîì ñëîå;

— ñòðîèòåëüíûé áëîê äëÿ îïðåäåëåííûõ ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ;

— ìîäåëèðîâàíèå íà áàçå ìåòîäà ëèíèé/òðóáîê
òîêà;

— ñîâåðøåíñòâîâàíèå ìîäåëåé îòíîñèòåëüíûõ
ïðîíèöàåìîñòåé;

— ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,
êîãäà àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âûñòóïàåò â
ðîëè ýòàëîííîãî.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîíèìàíèÿ ïðèâåäåì íå-
êîòîðûå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ è òåðìèíîëî-
ãèè, êîòîðûå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ äàëåå ïî òåê-
ñòó. Ôàçîé íàçûâàåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ôè-
çè÷åñêè îäíîðîäíàÿ ÷àñòü âåùåñòâà, îòäåëåí-
íàÿ îò îñòàëüíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû ãðàíèöàìè
ðàçäåëà. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: âîäà è ñìåñü
âîçäóõà ñ âîäÿíûìè ïàðàìè. Ñèñòåìà â äàí-
íîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äâóõôàçíîé (æèäêîñòü è
ãàçîîáðàçíàÿ ñìåñü). Â îáùåì ñëó÷àå êàæäàÿ
ôàçà ñîñòîèò èç êàêîãî-ëèáî êîëè÷åñòâà õè-
ìè÷åñêè îäíîðîäíûõ âåùåñòâ, êîòîðûå ìîãóò
ìåíÿòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, åñëè ôàçû
íå íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ïðè òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîì æå ðàâíîâåñèè äîëæíû ñóùåñòâî-
âàòü îïðåäåëåííûå êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó âåùåñòâàìè, âõîäÿùèìè â ñî-
ñòàâ ôàçû. Ýòè âåùåñòâà íàçûâàþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè êîìïîíåíòàìè ñèñòåìû èëè ïðîñòî
êîìïîíåíòàìè.

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ìíîãîôàçíîé ìíîãî-
êîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îáúåì V (t) ïîðè-
ñòîé ñðåäû, îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíîñòüþ S(t).
Ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ êîìïîíåíòà â êîíòðîëü-
íîì îáúåìå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäó-
þùèì îáðàçîì [1]

Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé íåðàçðûâ-
íîñòè äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî, ìíîãîôàçíîãî
ïîòîêà â äèôôåðåíöèàëüíîì âèäå âûãëÿäèò òàê
[1, 2, 8]
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Analitical soutions of the multiphase and multicomponent fil-
tration problems

Analytical solutions to the Riemann problems for three different oil or gas
displacement regimes as a particular cases of more complex compositional
displacement — are given in article. The method of characteristics from theo-
ry of quasilinear hyperbolic differential equations is applied to mathematical
description of first two types of displacement.



(1)

ãäå φ — ïîðèñòîñòü (îáúåì ïîðîâîãî ïðîñò-
ðàíñòâà â åäèíè÷íîì îáúåìå ïîðèñòîé ñðåäû);
xij  — ìîëÿðíàÿ äîëÿ i-ãî êîìïîíåíòà â j-é ôàçå;

ρj  — ìîëÿðíàÿ ïëîòíîñòü ôàçû j ; Sj — íàñû-

ùåííîñòü j -é ôàçîé (îáúåì, çàíèìàåìûé j-é ôà-
çîé, â åäèíè÷íîì îáúåìå ïîðîâîãî ïðîñòðàíñò-

âà); — âåêòîð ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè j-é ôàçû

â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîãî ïîòîêà; — òåíçîð
äèñïåðñèè i-ãî êîìïîíåíòà â j-é ôàçå; np — îá-

ùåå ÷èñëî ôàç; nc — îáùåå ÷èñëî êîìïîíåíòîâ

â ñèñòåìå.
Êðîìå òîãî, äëÿ óðàâíåíèÿ (1) óñòàíàâëèâà-

þòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ [1, 2, 7, 8]:

, (2)

, (3)

. (4)

Óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî ôëþèäû çàïîëíÿ-
þò âñå ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî. Ìîëÿðíàÿ äîëÿ
êîìïîíåíòîâ â êàæäîé ôàçå äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ (3). Ðàâåíñòâî (4) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óñëîâèå õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [1]  è ãî-
âîðèò î òîì, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë i-ãî
êîìïîíåíòà â j-é ôàçå ðàâåí åãî õèìè÷åñêîìó
ïîòåíöèàëó âî âñåõ äðóãèõ ïðåäñòàâëåííûõ ôà-
çàõ (íåîáõîäèìî ó÷åñòü òî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèåì, µij åñòü õèìè÷å-

ñêèé ïîòåíöèàë i-ãî êîìïîíåíòà â j-é ôàçå, òîã-
äà êàê µi — âÿçêîñòü j-é ôàçû ).

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì
Äàðñè ïðåäëîæåííîãî Ìàñêåòîì (ñì. [6]) äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè [1, 2, 7, 8]:

,
(5)

ãäå — òåíçîð àáñîëþòíîé ïðîíèöàåìîñ-
òè (â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî
(èëè íåîáõîäèìî) ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îí äèàãî-
íàëüíûé [7]); krj — îòíîñèòåëüíàÿ ïðîíèöàå-

ìîñòü äëÿ j-é ôàçû; µj — âÿçêîñòü j-é ôàçû; Pj —

äàâëåíèå â j-é ôàçå; ρmj — ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü 

j-é ôàçû; — âåêòîð óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ.

Íèæíèé èíäåêñ äëÿ äàâëåíèÿ â óðàâíåíèè
(5) îçíà÷àåò, ÷òî äàâëåíèÿ â ðàçíûõ ôàçàõ èìå-
þò ðàçíóþ âåëè÷èíó, äðóãèìè ñëîâàìè ôàçû
ðàçäåëåíû êðèâîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñ íå-
íóëåâûì ìåæôàçíûì íàòÿæåíèåì. Ñâÿçü ìåæäó
ýòèìè äàâëåíèÿìè âñåãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç
ôóíêöèþ êàïèëëÿðíîãî äàâëåíèÿ â ñëåäóþùåì
âèäå [1, 2]

. (6)

Ýòè ðàâíîâåñíûå ôóíêöèè êàïèëëÿðíîãî
äàâëåíèÿ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíê-
öèè îò íàñûùåííîñòè êàæäîé èç ôàç (è èíîãäà
îíè ïðèâîäÿòñÿ ê ìàñøòàáó ìåæôàçíîãî íàòÿ-
æåíèÿ). Êðîìå òîãî, îíè çàâèñÿò îò ñâîéñòâ
ôëþèäîâ è ïîðèñòîé ñðåäû, êîòîðûå ìîãóò
áûòü èçìåðåíû ïðè ïðîâåäåíèè íåçàâèñèìûõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè, êîòî-
ðûå îïèñûâàþò ñâîéñòâà êàæäîé ôàçû è îòíî-
ñèòåëüíóþ ïðîíèöàåìîñòü äîëæíû çàäàâàòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì [1, 2]

, (7)

ñ óêàçàíèåì íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû
Äèôôóçèÿ è ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ

— íåçàâèñèìûå ôèçè÷åñêèå ìåõàíèçìû. Äèô-
ôóçèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü èç-çà ãðàäèåíòîâ
êîíöåíòðàöèè äàæå ïðè îòñóòñòâèè òå÷åíèÿ, à
ëîêàëüíûå ôëóêòóàöèè â ñêîðîñòè ïîòîêà, êî-
òîðûå ïðèâîäÿò ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîé äèñïåð-
ñèè (ñì. [5]), ìîãëè áû âîçíèêíóòü, äàæå åñëè
íåò äèôôóçèè. Òåì íå ìåíåå, ìàòåìàòè÷åñêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ äâóõ ìåõàíèçìîâ î÷åíü ïî-
õîæè, à èõ ðåçóëüòàòû èõ âëèÿíèÿ îáû÷íî ýêâè-

âàëåíòíû äðóã äðóãó [1]. Òåíçîð äèñïåðñèè 
i-ãî êîìïîíåíòà â j-é ôàçå âêëþ÷àåò êàê äèôôó-
çèîííûå òàê è äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû. Âêëàä
äèôôóçèè îïèñûâàåòñÿ ìîëåêóëÿðíûì äèôôó-
çèîííûì êîýôôèöèåíòîì Dij, à äèñïåðñèîííîå
âëèÿíèå íà ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü âûòåñíåíèÿ
îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò êàê èìåþùåå ëèíåéíûé
õàðàêòåð. Òèïè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé äèñïåðñèè
èìåþò ñëåäóþùèé âèä [5]

, (8)
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ãäå α — ìàòåðèàëüíàÿ êîíñòàíòà, èçâåñòíàÿ
êàê äèñïåðñíîñòü ïîðèñòîé ñðåäû; Dij — êîýô-
ôèöèåíò äèôôóçèè i-ãî êîìïîíåíòà â j-é ôàçå;
íèæíèå èíäåêñû l è t 1 îáîçíà÷àþò ïðîäîëüíîå
è ïîïåðå÷íîå íàïðàâëåíèÿ ïîòîêà.

Óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî ïîòîêà
Óðàâíåíèå (1) äîñòàòî÷íî ñëîæíîå è äîëæíî

ðåøàòüñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, åñëè íå äåëàòü
äîïîëíèòåëüíûõ óïðîùåíèé. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü îäíîìåðíûé ïîòîê, ïðè êîòîðîì íå ó÷è-
òûâàåòñÿ âëèÿíèå ðàçíîñòåé äàâëåíèÿ ìåæäó
ôàçàìè (Pckj = 0). Åñëè ïðåíåáðå÷ü êàïèëëÿð-
íûì äàâëåíèåì, òî óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü
óïðîùåíî çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ ãðàäèåíòà äàâëå-
íèÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè
(5). Òîãäà ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè ìîæíî çàïè-
ñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ôàç â îáùåì ïîòîêå fj â íåâåêòîðíîì âèäå [1]

, (9)

ãäå uT — îáùàÿ ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè ïîòî-
êà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ñóììà ñêîðîñòåé ôèëüòðà-
öèè êàæäîé èç ôàç uj .

Ñóòü ïîäõîäà ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ (ñì. [2] è [7]) ñîñòîèò â ïî-
ëó÷åíèè ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëå-
íèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ íàñûùåííîñòè ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà (ïðè Pckj = 0 è îòñóòñòâèè
äèñïåðñèîííûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè). Îäíîìåðíûé âàðèàíò êîí-
âåêòèâíî-äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ íàñû-
ùåííîñòè êàæäîé èç ôàç â ñëó÷àå ìíîãîêîìïî-
íåíòíîãî ìíîãîôàçíîãî ïîòîêà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü òàê [1, 2]

. (10)

Ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ j-é ôàçû â îáùåì ïîòîêå (ãèïåðáîëè÷åñ-
êîé ÷àñòè îáúåìíîãî ðàñõîäà [2]) èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä [1, 2]

, (11)

ãäå ïîäâèæíîñòü j-é ôàçû λj îïðåäåëÿåòñÿ
òàê [2, 4]

, (12)

îáùàÿ ïîäâèæíîñòü ðàâíÿåòñÿ [2, 4]

, (13)

à θ åñòü óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïîòîêà è
ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé.

Óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ÷èñòîé êîíâåêöèè
Åñëè ýôôåêòàìè äèñïåðñèè ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü, òî óðàâíåíèå (10) ñòàíîâèòñÿ íàáîðîì
óðàâíåíèé, êîòîðûå îïèñûâàþò ïðîöåññ ÷èñòîé
êîíâåêöèè ñ äâèæåíèåì ôàç, íàõîäÿùèõñÿ â
ðàâíîâåñèè,

. (14)

Óäîáíî (êàê ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
òàê è ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííîãî àíàëèçà) çà-
ïèñàòü îñíîâíîå óðàâíåíèå (14) â áåçðàçìåðíîì
âèäå. Ââåäåì ñëåäóþùèå ìàñøòàáíûå ïåðåìåí-
íûå [1]:

. (15)

, (16)

, (17)

, (18)

ãäå uinj è ρinj — ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè è ïëîò-

íîñòü íàãíåòàåìîãî ôëþèäà; L — äëèíà (õàðàê-
òåðíàÿ) îäíîìåðíîé ñèñòåìû, ãäå ïðîèñõîäèò
ôèëüòðàöèÿ. Âñå ïåðåìåííûå (15-18) èìåþò
âïîëíå î÷åâèäíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Áåçðàç-
ìåðíîå âðåìÿ (15) åñòü «âðåìÿ», êîòîðîå òðåáó-
åòñÿ äëÿ âûòåñíåíèÿ åäèíè÷íîãî ïîðîâîãî îáúå-
ìà ôëþèäà, èìåþùåãî ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè è
ïëîòíîñòü íàãíåòàåìîãî ôëþèäà (îáúåì, â êîòî-
ðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ôèëüòðàöèÿ ôëþèäîâ, ñ
åäèíè÷íîé ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è
äëèíîé L ðàâåí φL, à îáúåìíûé ðàñõîä ÷åðåç
åäèíè÷íóþ ïëîùàäü åñòü uinj, ïîýòîìó âðåìÿ,

òðåáóåìîå äëÿ ïðîäâèæåíèÿ ïîòîêà íà äëèíó L
îïðåäåëÿåòñÿ êàê φL/uinj). Òàêèì îáðàçîì, tD (15)

åñòü áåçðàçìåðíûé îáúåì æèäêîñòè, çàêà÷åííîé
â ïëàñò ê ìîìåíòó âðåìåíè t. «Êîîðäèíàòà» xD

(16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåì ïëàñòà ìåæäó íà-
÷àëüíûì ñå÷åíèåì è ñå÷åíèåì x, âûðàæåííûé â
äîëÿõ ïîðîâîãî îáúåìà. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
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1 Îò àíãë. ñëîâ longitudinal (ïðîäîëüíûé) è transverse (ïîïåðå÷íûé) ñîîòâåòñòâåííî.



ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðèñòîñòü φ åñòü âåëè÷èíà ïîñòî-
ÿííàÿ, õîòÿ ýòî äîïóùåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî óñ-
òðàíåíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

. (19)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ôóíê-
öèé GiD è HiD ðàâíûå [1]

, (20)

è

, (21)

ãäå GiD — áåçðàçìåðíàÿ îáùàÿ «êîíöåíòðà-

öèÿ» i-ãî êîìïîíåíòà â åäèíèöå îáúåìà; HiD —

áåçðàçìåðíûé îáùèé ìîëÿðíûé «ðàñõîä» i-ãî
êîìïîíåíòà. Òîãäà óðàâíåíèå (18) îêîí÷àòåëü-
íî ïðèíèìàåò âèä

. (22)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (âûòåñíåíèå íåôòè ãà-
çîì ïðè âûñîêîì äàâëåíèè, ïðîöåññû çàâîäíå-
íèÿ â ñèñòåìàõ æèäêîñòü/æèäêîñòü ñ ïðèìåíå-
íèåì ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ âåùåñòâ) ðàçóìíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïàðöèàëüíûé îáúåì êàæäî-
ãî êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì (ò.å. íå çà-
âèñèò îò ôàçû è åå ñîñòàâà), à çíà÷èò, ñîçäàåòñÿ
óñëîâèå äëÿ èäåàëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, îáúåì çàíèìàåìûé çàäàííûì
êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíòà íå çàâèñèò îò òîãî, â
êàêîé ôàçå ýòîò êîìïîíåíò ïðèñóòñòâóåò. Â ðå-
çóëüòàòå, óðàâíåíèå (22) ìîæåò äîïîëíèòåëüíî
áûòü óïðîùåíî, ïîñêîëüêó êàæäûé êîìïîíåíò
èìåþò ïîñòîÿííóþ ìîëÿðíóþ ïëîòíîñòü ρñi â

ëþáîé ôàçå. Çà ñ÷åò ýòîãî, ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü
ôèëüòðàöèè âñþäó ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà ñêîðî-
ñòè íàãíåòàíèÿ, ò.å. uD =1. Îáúåì çàíèìàåìûé i
-ì êîìïîíåíòîì â îäíîì ìîëå j-é ôàçû åñòü
xij /ρñi , òîãäà îáúåìíàÿ äîëÿ i-ãî êîìïîíåíòà â 

j-é ôàçå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

. (23)

Ìîëÿðíàÿ ïëîòíîñòü ôàçû âû÷èñëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

. (24)

Ñðàâíåíèå ôîðìóë (23) è (24) äàåò
ρcj cij =  ρj xij . (25)

Ïîäåëèâ óðàâíåíèå (25) íà ρinj è ïîäñòàâèâ

åãî â óðàâíåíèå (19) ñ uD = 1, òî ïîñëå äåëåíèÿ

ðåçóëüòàòà íà ρcj /ρinj ïîëó÷èì íàáîð óðàâíåíèé

ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÷èñòîé êîíâåêöèè ñ ïîñòîÿí-
íûì îáúåìîì ïðè ïåðåìåøèâàíèè [1]

, (26)

ãäå Ci åñòü îáùàÿ îáúåìíàÿ äîëÿ i-ãî êîìïî-

íåíòà ðàâíàÿ

, (27)

è Fi åñòü îáùèé îáúåìíàÿ äîëÿ ðàñõîäà i-ãî

êîìïîíåíòà ðàâíàÿ

. (28)

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Äî òîãî êàê óðàâíåíèÿ (22) è (26) ñìîãóò

áûòü ðåøåíû, äîëæíû áûòü íàëîæåíû îïðåäå-
ëåííûå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Áóäåì
èñêàòü ðåøåíèÿ ïðè ïîñòîÿííîì íà÷àëüíîì ñî-
ñòàâå, îïðåäåëåííîì íà ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëà-
ñòè êàê

, (29)

è ãðàíè÷íîì óñëîâèè, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñòîÿííûé ñîñòàâ íàãíåòàåìîãî ôëþèäà, çàïè-
ñûâàåìîãî â âèäå

, (30)

ãäå ui ýòî ëèáî GiD , ëèáî Ci ; âåðõíèå èíäåê-

ñû init è inj 2 îáîçíà÷àþò íàãíåòàåìûé è íà-
÷àëüíûé ñîñòàâû i-ãî êîìïîíåíòà ñîîòâåòñò-
âåííî. Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíò âðåìåíè tD =0

ñîñòàâ ôëþèäà â òî÷êå âõîäà ïðåòåðïåâàåò ðàç-
ðûâ îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äî íàãíåòàåìîãî
çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷è, â êîòîðûõ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
(èíîãäà íàçûâàåìîå ïðàâûì ñîñòîÿíèåì) è âû-
øåðàñïîëîæåííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (èíîãäà
íàçûâàåìîå ëåâûì ñîñòîÿíèåì) ÿâëÿþòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè, èçâåñòíû êàê çàäà÷è Ðèìàíà3 [1, 2].
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2 Îò àíãë. ñëîâ initial (íà÷àëüíûé) è injected (íàãíåòàåìûé) ñîîòâåòñòâåííî.
3 Ïîä çàäà÷åé Ðèìàíà ïîíèìàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è Êîøè (çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè íà

íåîãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå), ãäå íà÷àëüíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ñîñòîÿíèÿìè, ðàçäåëåííûå îäèíî÷íûì
ðàçðûâîì íåïðåðûâíîñòè.



Òàêèå çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè
çðåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàçðûâà íåïðåðûâíîñ-
òè, ïåðâîíà÷àëüíî ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå
xD = 0, ìåæäó ïîñòîÿííûìè íà÷àëüíûìè ñîñòî-

ÿíèÿìè íà èíòåðâàëå (íàãíåòàåìûé
ñîñòàâ) è íà èíòåðâàëå (íà÷àëüíûé
ñîñòàâ), ïîýòîìó óñëîâèÿ (29) è (30) ÷àñòî çàïè-
ñûâàþò â ñëåäóþùåì âèäå 

, (31)

ãäå ui ýòî ëèáî GiD, ëèáî CiD; íèæíèå èíäåê-

ñû l è r 4 îáîçíà÷àþò íàãíåòàåìûé è íà÷àëüíûé
ñîñòàâû i-ãî êîìïîíåíòà ñîîòâåòñòâåííî. Â
ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíîå óñëîâèå (31) îïðåäåëÿåò-
ñÿ óæå íà íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

Çíàÿ, ÷òî çàäà÷à ôèëüòðàöèè ñìåñè íà÷èíà-
åòñÿ ñ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàçðûâà, î÷åâèäíî, ÷òî
ðåøåíèÿ ìîãóò òàêæå èìåòü ðàçðûâû, èçâåñòíûå
êàê óäàðíûå âîëíû (ôðîíòû èëè ñêà÷êè íàñû-
ùåííîñòè (êîíöåíòðàöèè)). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (22) è (26), âûðà-
æàþùèå áàëàíñ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, â òî÷êàõ
ââåäåííîãî ðàçðûâà íå èìåþò ñìûñëà, ñàì áà-
ëàíñ, åñòåñòâåííî, äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ, íî äîë-
æåí çàïèñûâàòüñÿ â èíòåãðàëüíîì âèäå [1, 9].

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà
(äâóõôàçíàÿ ôèëüòðàöèÿ íåñìåøèâàþùèõñÿ
ôëþèäîâ)

Îñíîâíûå èäåè è ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â
ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, áàçèðóþòñÿ íà
èñòî÷íèêàõ [1, 2, 9]. Â ðàáîòå [1] ïðèâîäèòñÿ ðå-
øåíèå çàäà÷è ìíîãîêîìïîíåíòíîãî âûòåñíåíèÿ
íåôòè ãàçîì, êàê ñîâðåìåííîå îáîáùåíèå õîðî-

øî èçâåñòíîé ïðîáëåìû äâóõôàçíîé ôèëüòðà-
öèè íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé (ðåøåííîãî
âïåðâûå Áàêëååì è Ëåâåðåòòîì â 1942 ã. äëÿ
ñëó÷àÿ âûòåñíåíèÿ íåôòè âîäîé, ñì. [9, ãëàâà 8]
äëÿ áîëåå ïîëíîãî îïèñàíèÿ ïðîáëåìû). Â äèñ-
ñåðòàöèè [2, ãëàâà 5] äàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå çàäà÷è Ðèìàíà, êàê äëÿ äâóõôàçíîé
ôèëüòðàöèè, òàê è â ñëó÷àå òðåõôàçíîãî âûòåñ-
íåíèÿ. Ïðè ýòîì ôëþèäû ñ÷èòàþòñÿ íåñìåøè-
âàþùèìèñÿ è íåñæèìàåìûìè. Â ó÷åáíèêå [9]
ïîìèìî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà,
êàê ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ âûòåñíåíèÿ îäíîé æèä-
êîñòè äðóãîé, òàêæå äàåòñÿ åãî îáîáùåíèå ïðè-
ìåíèòåëüíî ê îäíîìåðíîìó òå÷åíèþ íåñæèìàå-
ìûõ æèäêîñòåé. Êðîìå òîãî, â [9, ñ. 270—274]
ïîäðîáíî îïèñàíî ãðàôè÷åñêîå ïîñòðîåíèå
ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ äàæå â ñëó÷àå íåñòàöèî-
íàðíîãî ñêà÷êà íàñûùåííîñòè. 

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé äâóõôàçíûé ïîòîê
íåñìåøèâàþùèõñÿ è íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé
÷åðåç íåñæèìàåìóþ ïîðèñòóþ ñðåäó â îòñóòñò-
âèè ãðàâèòàöèîííûõ è êàïèëëÿðíûõ ýôôåêòîâ.
Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå xij = 1,
ρj D = 1 è uj D = 1, ñèñòåìà óðàâíåíèé (19) ïðè-
ìåò âèä åäèíñòâåííîãî (ñêàëÿðíîãî) êâàçèëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ

, (33)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (31), ãäå ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ f1 (åå åùå íàçûâàþò ôóíê-
öèåé Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà) îïðåäåëÿåòñÿ èç (11)
êàê

. (34)
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(a) Ôóíêöèÿ f1 (b) Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f1

Ðèñóíîê 1. Èäåàëèçèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà f1 äëÿ 

4 Îò àíãë. ñëîâ left (ëåâûé) è right (ïðàâûé) ñîîòâåòñòâåííî.



Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôàçîâûå âÿçêîñòè ïîñòî-
ÿííûå è íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëåäñòâèåì âûáðàííîé ìîäåëè äëÿ îò-
íîñèòåëüíîé ïðîíèöàåìîñòè [2]. Äëÿ ïðîñòîòû
îòíîñèòåëüíûå ïðîíèöàåìîñòè ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ êàê ôóíêöèè òîëüêî íàñûùåííîñòåé. Ïðèìå-
ðîì îáû÷íî ïðèíèìàåìîãî ïîâåäåíèÿ îòíîñè-
òåëüíûõ ïðîíèöàåìîñòåé äëÿ äâóõôàçíîé ñèñòå-
ìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè

. (35)
Òîãäà èç âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïîòîêîâ (34) è ôóíêöèé äëÿ îòíîñèòåëü-
íûõ ïðîíèöàåìîñòåé (35) ïîëó÷èì

, (36)

ãäå . Âèä ôóíêöèè f1 è åå ïðîèçâîä-

íîé ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîé
âèä, âûáðàííàÿ ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò êëþ÷å-
âóþ îñîáåííîñòü äâóõôàçíîãî ïîòîêà ÷åðåç ïî-
ðèñòóþ ñðåäó: ôóíêöèÿ f1 ÿâëÿåòñÿ S-îáðàçíîé,

à çíà÷èò äâîÿêîâûïóêëîé.
Ïîñêîëüêó âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f1 çàâèñèò

òîëüêî îò S1, óðàâíåíèå (32) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáî-

ëè÷åñêèì. Íà ðèñ. 1à âèäíî, ÷òî îòðåçîê íàñû-
ùåííîñòè S = [0,1] ìîæíî ðàçáèòü íà âîãíóòóþ

è âûïóêëóþ îáëàñòü , ñîîò-
âåòñòâåííî. Áîëåå òîãî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
f1 äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå

ïåðåãèáà (ñì. ðèñ. 1b). Êàê áóäåò âèäíî äàëüøå,
ýòè ñâîéñòâà ôóíêöèè f1 îïðåäåëÿþò äîïóñòè-

ìûå ðåøåíèÿ ïðîöåññîâ äâóõôàçíîãî âûòåñíå-
íèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (33)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä õàðàêòåðèñòèê (ñì.

[1, 2, 9]). Ïîñêîëüêó f1 åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî S1,
òî óðàâíåíèå (33) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî

. (37)

Çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà dS1 ìîæíî çàïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

. (38)
Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè (xD , tD ) òàêèå ëè-

íèè xD (tD ), âäîëü êîòîðûõ íàñûùåííîñòü ïðè-
íèìàåò çàäàííîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ýòè ëè-
íèè èíîãäà íàçûâàþò èçîñàòàìè5 [9]. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü
òàêóþ ñâÿçü ìåæäó xD è tD , ÷òî óäîâëåòâîðÿåò-
ñÿ óðàâíåíèå S1 = S1(xD , tD ) = const [9], ÷òî ýê-
âèâàëåíòíî dS1 = 0 â óðàâíåíèè (38). Äðóãèìè
ñëîâàìè, ñëåäóåò ñîâìåñòíî ðåøèòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé

,

êîòîðàÿ áóäåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ åå îïðåäåëèòå-
ëÿ

,

îòêóäà íàõîäèì

. (39)

Óðàâíåíèå (39) åñòü äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ëèíèè èëè õà-
ðàêòåðèñòèêè. Ïîñêîëüêó S1 = const âäîëü êàæ-
äîé õàðàêòåðèñòèêè, òî îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé
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(a) Ïðîôèëü íàñûùåííîñòè (b) Õàðàêòåðèñòèêè
Ðèñóíîê 2. Çàäà÷à Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà ïðèâîäèò ê íåôèçè÷åñêèì íåîäíîçíà÷íûì ðåøåíèÿì ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòîðûå ïå-

ðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì äàæå ïðè ãëàäêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ [2]

5 Îò àíãë. ñëîâà saturation — íàñûùåííîñòü, ò.å. ëèíèè ïîñòîÿííîé íàñûùåííîñòè



âäîëü ýòîé êðèâîé è df1/dS1. Òîãäà, ïðîèíòåã-
ðèðîâàâ óðàâíåíèå (39), íàéäåì:

, (40)

ãäå x0
D — íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ íàñûùåííîñòè

S1, äëÿ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ df1/dS1. Òàêèì îá-
ðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿ-
þòñÿ ïðÿìûìè, òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êîòîðûõ ê
îñè tD ðàâåí df1/dS1, ò.å. çàâèñèò îò íàñûùåííî-
ñòè â òî÷êå (xD , tD ).

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [2]), ÷òî ïîñòðîåíèå ðå-
øåíèÿ ïðè çàäàííîé ôóíêöèè ôîðìå f1 (ñì. ðèñ.
1a) ïðèâåäåò ê íåîäíîçíà÷íûì ðåøåíèÿì äàæå
ïðè ãëàäêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (ðèñ. 2). Ýòî
íåôèçè÷åñêîå ïîâåäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü çàìåíåíî
ðåøåíèåì ñî ñëàáûì ðàçðûâîì [1, 2, 9].

Óðàâíåíèå (33) îáëàäàåò ñâîéñòâî èíâàðè-
àíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ðàâíîìåðíîìó ðàñ-
òÿæåíèþ êîîðäèíàò è òà-
êèì îáðàçîì èìååò àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå â ðàçëè÷íûå ìîìåí-
òû âðåìåíè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíû èç äðóãèõ ðå-
øåíèé ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ
(Barenblatt, 1996, ñì. [1, ñ. 159]). Ïðè ýòîì ðåøå-
íèå èìååò ñëåäóþùèé âèä [1]

, (41)
ãäå â äàííîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ ïîäîáèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî êàê

. (42)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî àâ-
òîìîäåëüíîå ðåøåíèå (41) çàäà÷è Ðèìàíà (33)
ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ïîñòîÿííûõ ñîñòîÿíèé,
óäàðíûõ âîëí, îáúåäèíÿþùèõ ïîñòîÿííûå ñî-
ñòîÿíèÿ, è âîëí ðàçðÿæåíèÿ, ñîåäèíÿþùèõ ïî-
ñòîÿííûå ñîñòîÿíèÿ èëè ñëàáûå ðàçðûâû (çäåñü
è äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíû èç ãàçîâîé
äèíàìèêè). Áîëåå òî÷íî, ïîñêîëüêó äëÿ ñòðîãî
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì (êàêèì ÿâëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèå (33)) ðàçíîòèïíûå âîëíû ÷åòêî ðàçäåëå-
íû, ëþáîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðè-
ìàíà äëÿ ñèñòåìû n ×n ñîäåðæèò n +1 ïîñòîÿí-
íûõ ñîñòîÿíèé. Â ñëó÷àå äâóõôàçíîãî òå÷åíèÿ,
çàäà÷à Ðèìàíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñêàëÿðíîå óðàâ-
íåíèå (33) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì âèäà (31). Òà-
êèì îáðàçîì, ëåâûå è ïðàâûå ñîñòîÿíèÿ (S1,r è
S1,l ) ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííîé âîëíîé [1]:

. (43)
Êîãäà ôóíêöèÿ f1 ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ áà-

ëàíñà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, òî ïîÿâëÿþùàÿñÿ â

ðåøåíèè âîëíà ýòî ëèáî óäàðíàÿ âîëíà, ëèáî
âîëíà ðàçðåæåíèÿ. Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè
f1, êàê â ïðåäñòàâëåííîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 1a), õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ âîëíà ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ
îáà òèïà âîëí (LeVeque, 1992, ñì. [1]). Ñóùåñò-
âóþò òðè âîçìîæíûõ òèïîâ âîëíû: îäèíî÷íàÿ
âîëíà ðàçðåæåíèÿ, îäèíî÷íàÿ óäàðíàÿ âîëíà è
ñìåøàííàÿ âîëíà.

Îäèíî÷íàÿ âîëíà ðàçðåæåíèÿ (R)
Âîëíà ðàçðåæåíèÿ (rarefaction wave)6 ýòî

ãëàäêîå ðåøåíèå S1(ζ), ïðè ýòîì S1(ζ1) = S1,l è
S1(ζr) = S1,r. Äëÿ ãëàäêîãî, íåïðåðûâíîãî è äèô-
ôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ, ïîäñòàíîâêà óðàâíå-
íèé (41) è (42) â (37) äàåò

. (44)

Åñëè ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ôóíê-
öèåé, ò.å. åñëè S′1 ≠ 0, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ:

. (45)

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå áóäåò ñóùåñòâîâàòü,
òîëüêî åñëè ñêîðîñòü õàðàêòåðèñòèê f ′1 ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò îò ëåâîãî äî ïðàâîãî ïîëîæå-
íèÿ. Èíà÷å õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñåêóòñÿ íà ïëî-
ñêîñòè (xD , tD ), è ðåøåíèå íå áóäåò îäíîçíà÷-
íûì. Äëÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ñêîðîñòè
õàðàêòåðèñòèê, ëåâîå è ïðàâîå ñîñòîÿíèå äîëæ-
íû íàõîäèòüñÿ â òîé æå ñàìîé îáëàñòè âûïóê-
ëîñòè, ò.å. (ñì. ðèñ. 1)

, èëè . (46)

Íåðàâåíñòâà (46) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè óñëî-
âèÿìè òîãî, ÷òî íàñûùåííîñòè â ðåøåíèè, êî-
òîðûå íàõîäÿòñÿ íèæå ïî ïîòîêó, äîëæíû äâè-
ãàòüñÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì òå, ÷òî ëåæàò
áëèæå ê ìåñòó íàãíåòàíèÿ. Èíà÷å, ìåäëåííî

85
2005 òîì 3

Ð à ç ð à á î ò ê à  ì å ñ ò î ð î æ ä å í è é

Ðèñóíîê 2. Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñ îäèíî÷íîé âîëíîé
ðàçðåæåíèÿ äëÿ äâóõôàçíîãî ïîòîêà

6 Èçâåñòíàÿ òàêæå êàê ðàññåèâàþùàÿñÿ èëè ðàñøèðÿþùàÿñÿ âîëíà (spreading wave èëè expansion wave, ñîîòâåòñòâåííî).



äâèæóùèåñÿ íàñûùåííîñòè íèæå ïî ïîòîêó áó-
äóò «îáãîíÿòüñÿ» áîëåå áûñòðûìè âûøåðàñïî-
ëîæåííûìè íàñûùåííîñòÿìè. Èäåÿ ÷àñòî ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [1]).

Îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòü: ñêîðîñòè õà-
ðàêòåðèñòèê â äâóõôàçíîé îáëàñòè äîëæ-
íû ìîíîòîííî óìåíüøàòüñÿ îò íèæåðàñ-
ïîëîæåííûõ íàñûùåííîñòåé äî íàñû-
ùåííîñòåé âûøå ïî ïîòîêó íà âñåõ ó÷àñò-
êàõ, ãäå íàñûùåííîñòè èçìåíÿþòñÿ íå-
ïðåðûâíî.
Êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ñêî-

ðîñòü, ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Âîëíû
íàñûùåííîñòåé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (46), èíîãäà õàðàêòåðèçóþòñÿ êàê ñîâìåñ-
òèìûå, à îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòü ìîæåò òàêæå
íàçûâàòüñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòèìîñòè [1].

Ïðèìåð ðåøåíèÿ ñ îäèíî÷íîé âîëíîé ðàçðå-
æåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 2. Ðèñóíîê âêëþ÷àåò â ñå-
áÿ: (a) ôóíêöèþ f1 ñ óêàçàíèåì ëåâîãî è ïðàâî-
ãî ñîñòîÿíèÿ; (b) ïðîèçâîäíóþ îò f1; (c) ðåøå-
íèå äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè tD ; (d) õà-
ðàêòåðèñòèêè íà ïëîñêîñòè (xD , tD ).

Îäèíî÷íàÿ óäàðíàÿ âîëíà (S)
Óäàðíàÿ âîëíà ýòî äâèæåíèå ñêà÷êà (ôðîí-

òà) íàñûùåííîñòè, õàðàêòåðèçóþùàÿ íàëè÷èå
ðàçðûâà â ðåøåíèè. Ïîÿâëåíèå ðàçðûâîâ åñòü
ðåçóëüòàò òàê íàçûâàåìûõ ñëàáûõ ðåøåíèé,
ïðè êîòîðûõ âîçìîæíà ñèòóàöèÿ êîãäà ñêî-
ðîñòü õàðàêòåðèñòèêè f ′1 â ëåâîì ñîñòîÿíèè
áîëüøå, ÷åì â ïðàâîì ñîñòîÿíèè [2]. Äðóãèìè
ñëîâàìè, õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñåêóòñÿ, è ðåøå-
íèå ñòàíåò íåîäíîçíà÷íûì. Òàêàÿ íåîäíîçíà÷-
íîñòü óñòðàíÿåòñÿ ââåäåíèåì ñêà÷êà íàñûùåí-
íîñòè, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûé íàñûùåí-
íîñòü ìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íóþ âåëè÷èíó.

Ïîñêîëüêó ñêà÷îê ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êðè-
âàÿ S1(ζ) â ýòîé òî÷êå ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíîé,
ò.å. ïðîèçâîäíàÿ S′1 îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-
íîñòü, òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (37)
áîëüøå íå èìååò ñìûñëà. Òåì íå ìåíåå, ìàòåðè-
àëüíûé áàëàíñ âûïîëíÿåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå.
Äàäèì âûâîä ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùåå óñëî-
âèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû íà ñêà÷êå íàñûùåííîñòè
(ñì. [9]).

Ïóñòü — çàêîí äâèæåíèÿ ñêà÷êà íà-

ñûùåííîñòè, òàê ÷òî — ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ðàçðûâà. È ïóñòü ñêà÷îê ïðîõîäèò
÷åðåç ýëåìåíò ïîðèñòîé ñðåäû, âûäåëåííûé ïî
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà è îãðàíè÷åí-
íûé ó÷àñòêàìè ïîâåðõíîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ
ïëîñêîñòè ñêà÷êà è íàõîäÿùèõñÿ íà ìàëîì ðàñ-
ñòîÿíèè ∆h îò íåå (÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD â

ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (xD , tD ) íà ðèñ. 3). Ïî-
ñêîëüêó èíòåãðàëüíûé áàëàíñ ìàññû â ýëåìåíòå
ABCD (Σ) âûïîëíÿåòñÿ, òî, ïðîèíòåãðèðîâàâ
(37) ïî ïëîùàäè Σ, ïîëó÷èì:

Îòñþäà, ïðåîáðàçîâàâ ïîâåðõíîñòíûé èíòå-
ãðàë â èíòåãðàë ïî êîíòóðó ABCD (Ã ) ïî ôîð-
ìóëå Ãðèíà, ïîëó÷èì:

.

Â ñëó÷àå, åñëè øèðèíà ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD ìàëà (∆tD → 0), òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
èíòåãðàëàìè ïî ó÷àñòêàì DA è BC. Òîãäà èç
âûøåïðèâåäåííîãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷èì ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìàëûõ âûñøåãî ïîðÿäêà

,

îòêóäà ïðè ∆h → 0 íàõîäèì óñëîâèå íà ñêà÷-
êå

. (47)

Óñëîâèå (47) íàçûâàþò ñîîòíîøåíèåì Ðýí-
êèíà-Ãþãîíèî [1, 2, 9], ÿâëÿþùååñÿ èíòåãðàëü-
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Ðèñóíîê 3. Ñõåìà ê âûâîäó óñëîâèé íà ñêà÷êå



íîé ôîðìîé îðèãèíàëüíîãî ìàòåðèàëüíîãî áà-
ëàíñà.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ñêà÷êà, ïî îáå ñòî-

ðîíû êîòîðîãî çíà÷åíèÿ S +
1 è S −

1 ïîñòîÿííûå,

ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñêà÷êà ðàâíà ñêîðî-
ñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàñûùåííîñòè íà ñêà÷êå7

(äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [9]), ò.å.

. (48)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíñòâåí-
íîãî è óñòîé÷èâîãî ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ, óñëî-
âèé (47) è (48) íåäîñòàòî÷íî. Ìîæíî ïîñòðîèòü
ìíîæåñòâî ðåøåíèé, êîòîðûå áóäóò óäîâëåòâî-
ðÿòü ýòèì óñëîâèÿì. Ïîýòîìó òðåáóþòñÿ íåêî-
òîðûå äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ (ñì. [1, 2,
9]), ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü, êàêîìó èç ýòèõ
ðåøåíèé îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå.

Äâå ôèçè÷åñêèå èäåè èãðàþò ðîëü â ýòèõ
ðàññóæäåíèÿõ. Ïåðâàÿ èç íèõ óæå áûëà ñôîðìó-
ëèðîâàíà êàê îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòü ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè îäèíî÷íîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ. 

Âòîðàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óäàðíàÿ
âîëíà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, òîëüêî åñëè îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, ò.å. îíà ñîõðàíèò ñâîþ ôîð-
ìó äàæå â ñëó÷àå íåáîëüøîãî «ðàçìàçûâàíèÿ»
åå ôðîíòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì
«ðåçêèì» ñêà÷êîì íàñûùåííîñòè, ÷òî ìîãëî áû
ñëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, â ïðèñóòñòâèè íåçíà÷è-
òåëüíîé ôèçè÷åñêîé äèñïåðñèè. Ýòà èäåÿ ÷àñòî
ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ñêîðîñòåé âîëí ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (ñì. [1]).

Óñëîâèå ýíòðîïèè: ñêîðîñòè âîëí íà
âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîíå ðàçðûâà äîëæ-
íû áûòü áîëüøå (èëè ðàâíû) è ìåíüøå
(èëè ðàâíû) ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ôðîíòà óäàðíîé âîëíû, ñîîòâåòñòâåííî
(êàê ïðàâèëî, ñêîðîñòü âîëíû ìîæåò ðàâ-
íÿòüñÿ ñêîðîñòè ôðîíòà òîëüêî ñ îäíîé
ñòîðîíû ðàçðûâà â äàííûé ìîìåíò âðå-
ìåíè).
Äàííîå óñëîâèå íà ñàìîì äåëå íå èìååò íè-

÷åãî îáùåãî ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ôóíêöèåé
ýíòðîïèè, òåì íå ìåíåå, ýòî íàçâàíèå ñòàëî îá-
ùåóïîòðåáèòåëüíûì ïðè îïèñàíèè ðåøåíèé
êîíñåðâàòèâíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
ïîñêîëüêó èäåè, ïîëîæåííûå â óñëîâèå, áûëî
âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ïðîáëåì òå÷åíèÿ
ñæèìàåìîé æèäêîñòè, â êîòîðûõ ýíòðîïèÿ
äîëæíà âîçðàñòàòü ïðè äâèæåíèè ïîïåðåê
ôðîíòà óäàðíîé âîëíû [1]. Ðàçðûâ, êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýíòðîïèè, èíîãäà íàçû-
âàåòñÿ «ñàìîçàòà÷èâàþùèìñÿ» (ñì. [1]), ïî-
ñêîëüêó îí óñòîé÷èâ ê ìàëîìó ðàçìàçûâàíèþ
ôðîíòà.

Ìàòåìàòè÷åñêè óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ðàç-
ðûâà â ñëó÷àå äâîÿêîâûïóêëîé ôóíêöèè   ìîæ-
íî ïðèñòàâèòü â âèäå óñëîâèÿ ýíòðîïèè Îëåé-
íèê (ñì. [2, 9])

, (49)

äëÿ âñåõ S 1∈(S −
1, S +

1), ãäå ñêîðîñòü ðàçðûâà

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (47).
Â ñëó÷àå äâóõôàçíîãî ïîòîêà, ãäå ôóíêöèÿ

f1 èìååò òîëüêî îäíó òî÷êó ïåðåãèáà, ñâÿçàííîé
ñ ìàêñèìóìîì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé, óñëîâèå
(49) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä óñëîâèÿ ýíò-
ðîïèè Ëàêñà (ñì. [2, 9])

. (50)
Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí ñëó÷àé îäèíî÷íîãî ðàçðû-

âà ìåæäó äâóìÿ ïîñòîÿííûìè ñîñòîÿíèÿìè,
âêëþ÷àþùèé: (a) ôóíêöèþ f1 ñ óêàçàíèåì ëåâî-
ãî è ïðàâîãî ñîñòîÿíèÿ; (b) ïðîèçâîäíóþ îò f1;
(c) ðåøåíèå äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè tD = 1; (d) õà-
ðàêòåðèñòèêè íà ïëîñêîñòè (xD , tD ). Ðåøåíèå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (49) è (50), îçíà÷àþ-
ùåå, ÷òî íà ëèíèè ðàçðûâà äîëæíû ïåðåñåêàòü-
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Ðèñóíîê 4. Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñ îäèíî÷íîé óäàðíîé
âîëíîé äëÿ äâóõôàçíîãî ïîòîêà

7 Ðàçðûâ, ñêîðîñòü êîòîðîãî ðàâíÿåòñÿ ñêîðîñòè âîëíû ñ îäíîé ñòîðîíû ðàçðûâà, èíîãäà íàçûâàþò ïîëóðàçðûâîì,

ïðîìåæóòî÷íûì ðàçðûâîì èëè êàñàòåëüíîé óäàðíîé âîëíîé.
8 P. Wesseling â ñâîåé êíèãå (ñì. [4], ñ. 367) äàåò èíòåðåñíûå ïîÿñíåíèÿ ê óñëîâèþ ýíòðîïèè: «… óñëîâèå ýíòðîïèè ãî-

âîðèò î òîì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè íèêîãäà íå âûõîäÿò èç ëèíèè ðàçðûâà, íî âñåãäà âõîäÿò â íåå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç êàæ-
äîé òî÷êè ëèíèè ðàçðûâà ìû ìîæåì äâèãàòüñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèêè òîëüêî îáðàòíî âî âðåìåíè, íî íå âïåðåä.  Äðóãèìè
ñëîâàìè, èíôîðìàöèÿ äîñòèãàåò ðàçðûâà òîëüêî èç ïðîøëîãî, íî íå èç áóäóùåãî… Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëè÷èåì ìåæäó ïðî-
øëûì è áóäóùåì ýòî óñëîâèå ýíòðîïèè îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå òå÷åíèÿ âðåìåíè, à èìåííî åãî íåîáðàòèìîñòü. Íåîáðàòè-
ìîñòü òåñíî ñâÿçàíà ñî âòîðûì çàêîíîì òåðìîäèíàìèêè, ãîâîðÿùèé î òîì, ÷òî ýíòðîïèÿ íå óìåíüøàåòñÿ â çàìêíóòîé ñèñ-
òåìå…». Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî èñïîëüçîâàíèÿ òåðìèíà ýíòðîïèè â äàííîì êîíòåêñòå.



ñÿ äâå ïðèõîäÿùèå õàðàêòåðèñòèêè, íåñóùèå
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ íàñûùåííîñòè8.

Ñìåøàííàÿ âîëíà (RS)
Â ñëó÷àå, êîãäà ëåâîå è ïðàâîå ñîñòîÿíèÿ íå-

âîçìîæíî ñîåäèíèòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé âîë-
íû, òðåáóåòñÿ ñìåøàííàÿ âîëíà, ñîñòîÿùàÿ èç
âîëíû ðàçðÿæåíèÿ è óäàðíîé âîëíû. Ëåâîå è
ïðàâîå ñîñòîÿíèÿ äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â îá-
ëàñòÿõ ñ ðàçíûì òèïîì âûïóêëîñòè, òàê ÷òî
ñêîðîñòü õàðàêòåðèñòèê óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
òîííîé, ò.å.

, èëè . (51)
Ðåøåíèå ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé âîëíû

ðàçðåæåíèÿ è îäíîé óäàðíîé âîëíû, ïîòîìó
÷òî ôóíêöèÿ f1 èìååò òîëüêî îäíó òî÷êó ïåðåãè-
áà. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó òî÷êà ïåðåãèáà ñîîò-
âåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïðîèçâîä-
íîé f ′1, òî âîëíà ðàçðåæåíèÿ âñåãäà ìåäëåííåå
óäàðíîé âîëíû (ñì. [2]). Îáå âîëíû ñîåäèíÿþò-

ñÿ â íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå S ∗
1, íàçû-

âàåìîé ïîñò-ðàçðûâíûì çíà÷åíèåì [2]. Â ýòîé
òî÷êå ñêîðîñòü ëåâîé õàðàêòåðèñòèêè (âîëíà
ðàçðåæåíèÿ) ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ðàçðûâà
ñïðàâà (óäàðíàÿ âîëíà):

. (52)

Âîëíó îáúåäèíÿþùåé ëåâîå è ïðàâîå ïîñòî-
ÿííûå (ò.å. W ≡ RS) ñîñòîÿíèÿ ñõåìàòè÷íî ìîæ-
íî èçîáðàçèòü, êàê ïîêàçàíî íèæå [2]:

. (53)
Ðåøåíèå, êîòîðîå âêëþ÷àåò ñìåøàííóþ âîë-

íó, ïîêàçàíî íà ðèñ. 5 ñ àíàëîãè÷íûìè îáîçíà-
÷åíèÿìè, êàê è â áîëåå ðàííèõ ñëó÷àÿõ. Â äèñ-
ñåðòàöèè [2, ñ. 166, ðèñ. 5.11] ïðèâîäèòñÿ àëãî-
ðèòì, êîòîðûé äàåò ïîëíûé íàáîð ðåøåíèé â
ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû âîëíû äëÿ
äâóõôàçíîãî íåñìåøèâàþùåãîñÿ ïîòîêà.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà
(äâóõôàçíàÿ äâóõêîìïîíåíòíàÿ ôèëüòðàöèÿ
ôëþèäîâ)

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ äâóõôàçíóþ äâóõ-
êîìïîíåíòíóþ (ñ íåèçìåííûì îáúåìîì ïðè ïå-
ðåìåøèâàíèè) ôèëüòðàöèþ, ïîëàãàÿ ïðè ýòîì
ôëþèäû è ïîðèñòóþ ñðåäó íåñæèìàåìûìè, à
òàêæå îòñóòñòâèå ýôôåêòîâ ãðàâèòàöèè è êà-
ïèëëÿðíîãî äàâëåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèå (26)
ñâîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó (ñêàëÿðíîìó) êâàçè-
ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

, (53)

ñ íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìè (29) è
(30) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå îáùàÿ äîëÿ 1-ãî êîì-
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Ðèñóíîê 5. Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñî ñìåøàííîé âîëíîé
äëÿ äâóõôàçíîãî ïîòîêà

Ðèñóíîê 6. Ôóíêöèÿ äîëè 1-ãî êîìïîíåíòà â îáùåì ïîòîêå F1(C1) è åå ïðîèçâîäíàÿ dF1/dC1 [1]



ïîíåíòà C1 â äâóõôàçíîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ

èç (27) êàê
, (54)

è îáùàÿ äîëÿ 1-ãî êîìïîíåíòà â ïîòîêå äëÿ
äâóõôàçíîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç (28) êàê

. (55)
Ðàâíîâåñíûå äîëè c 11 è c 12 èçâåñòíû è ïî-

ñòîÿííû â ïðåäïîëîæåíèè î ëîêàëüíîì õèìè-
÷åñêîì ðàâíîâåñèè. Äëÿ ëþáîé ñìåñè, êîòîðàÿ
îáðàçóåò òîëüêî îäíó ôàçó (C1<c 12 èëè C1>c 11),

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [1]
F1 = C1. (56)

Àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (39) ìîæíî çàïè-
ñàòü óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
îáùåé îáúåìíîé äîëè 1-ãî êîìïîíåíòà C1

âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé

, (57)

ïðîèíòåãðèðîâàâ êîòîðîå ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå õàðàêòåðèñòèêè àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèþ
(40)

. (58)

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð âûòåñíåíèÿ
íåôòè ãàçîì èç [1] ñî ñëåäóþùèìè èñõîäíûìè
äàííûìè: ÷èñòûé 1-é êîìïîíåíò (C1

inj = 1)

âûòåñíÿåò îäíîôàçíóþ ñìåñü 1-ãî è 2-ãî êîì-
ïîíåíòîâ, ñîäåðæàùóþ 5% êîìïîíåíòà
1 (C1

init =0,05). Ðàâíîâåñíàÿ ãàçîâàÿ ôàçà ñîäåð-

æèò 95% 1-ãî êîìïîíåíòà (c11 = 0,95), à ðàâíî-

âåñíàÿ æèäêàÿ ôàçà ñîäåðæèò 20% êîìïîíåíòà
1 (c11 = 0,20). Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíà ôóíêöèÿ F1(C1)

è åå ïðîèçâîäíàÿ dF1/dC1 äëÿ äàííîãî ïðèìåðà

âçÿòîãî èç [1].
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F1 (ðèñ. 6 a) èìååò áîëåå

ñëîæíóþ ôîðìó, ÷åì ôóíêöèÿ f1 â ñëó÷àå äâóõ-

ôàçíîé ôèëüòðàöèè íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêî-
ñòåé (ñì. ðèñ. 1 a), òî âîëíà, ñîåäèíÿþùàÿ ëåâîå
è ïðàâîå ñîñòîÿíèÿ, áóäåò ñìåøàííîé è ñîäåð-
æàòü óæå äâà ðàçðûâà: ïåðåäíèé è çàäíèé. Íå-
ñìîòðÿ íà îòëè÷èå â ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèÿõ âñå
îãðàíè÷åíèÿ (íà ñêîðîñòü è óñëîâèå ýíòðîïèè)
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Ðèñóíîê 7. Ïðèìåð èç [1] ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñî ñìåøàííîé âîëíîé äëÿ äâóõôàçíîãî äâóõêîìïîíåíòíîãî ïîòîêà



ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ äâóõôàçíîãî íåñìåøè-
âàþùåãîñÿ ïîòîêà äåéñòâóþò è äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ âûòåñíåíèÿ. Îáà ðàçðûâà ñòîÿòñÿ ñ íàõîæ-
äåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êè, â êîòîðîé ñêî-
ðîñòü âîëíû îáúåìíîé äîëè 1-ãî êîìïîíåíòà
C1 áóäåò ðàâíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ôðîíòà, ò.å.
íàêëîí õîðäû, îïðåäåëÿþùåé ñêîðîñòü ðàçðû-
âà, áóäåò ñîâïàäàòü ñ íàêëîíîì êàñàòåëüíîé,
ïðîâåäåííîé â ýòîé òî÷êå.

Íà ðèñ. 7a ïîêàçàíî ðåçóëüòèðóþùåå ïîñò-
ðîåíèå äëÿ ïåðåäíåãî (a→b) è çàäíåãî (c→d)
ñêà÷êîâ îáúåìíîé äîëè. Îáà ôðîíòà ñîåäèíÿ-
þòñÿ âîëíîé ðàçðåæåíèÿ, äëÿ êîòîðîé ñòðîÿòñÿ
«âååðíûå» õàðàêòåðèñòèêè (b→c) ëåæàùèå ìåæ-
äó ëèíèÿìè ðàçðûâîâ (ðèñ. 7 b). Íà ðèñ. 7c ïîêà-
çàíî ðåøåíèå äëÿ C1 â ìîìåíò âðåìåíè tD = 0,6,
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
1-ãî êîìïîíåíòà â êàæäîé èç ôàç (îáùàÿ îáúåì-
íàÿ äîëÿ C1) èçìåíÿåòñÿ â äâóõôàçíîé îáëàñòè
çà ñ÷åò ïåðåìåííûõ âåëè÷èí íàñûùåííîñòåé ôà-
çàìè, íî ñàìè ôàçîâûå ñîñòàâû (îáúåìíûå äîëè
c11 è c12) îñòàþòñÿ íåèçìåííûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ
ðàâíîâåñèåì, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ îáå ôàçû.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà (äèñ-
ïåðñèîííî-êîíâåêòèâíîå óðàâíåíèå)

Åñëè ïðèñóòñòâóþò òîëüêî äâà êîìïîíåíòà
è îäíà ôàçà, òî â ïðåäïîëîæåíèè î ïîñòîÿííîé
ïîðèñòîñòè è íåèçìåííîì îáúåìå ïðè ïåðåìå-
øèâàíèè óðàâíåíèå (10) ïðèìåò âèä

, (59)

ãäå C — îáúåìíàÿ äîëÿ îäíîãî êîìïîíåíòà;
Kl — êîýôôèöèåíò ïðîäîëüíîé äèñïåðñèè, êî-
òîðûé çäåñü ñ÷èòàåòñÿ íåçàâèñèìûì îò ñîñòàâà.
Ïðèâîäÿ óðàâíåíèå (59) ê áåçðàçìåðíîìó âèäó,
ïîëó÷èì

, (60)

ãäå Pe = uL/φ Kl — ÷èñëî Ïåêëå. ×èñëî
Ïåêëå ýòî îòíîøåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
âðåìåíè äèñïåðñèè (L2/Kl) è õàðàêòåðèñòè÷åñ-

êîãî âðåìåíè êîíâåêöèè φ L/u. Ïðè áîëüøîì
÷èñëå Ïåêëå âëèÿíèå äèñïåðñèè ìàëî è â îá-
ùåì äâèæåíèè ïðåîáëàäàåò êîíâåêöèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (22) è (26) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ïðè áîëüøîì
÷èñëå Ïåêëå.

Åñëè çíà÷åíèå Kl ïîñòîÿííîå (íå çàâèñèò îò
ñîñòàâà), òî ÷èñëî Ïåêëå òàêæå íåèçìåííî, è
óðàâíåíèå (60) ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíî ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Äëÿ
âûáðàííûõ îáëàñòè 0 ≤ xD < ∞, íà÷àëüíîé êîí-
öåíòðàöèè C(tD , 0) = 0 äëÿ 0 ≤ xD < ∞ è ãðàíè÷-
íîì óñëîâèè C(0, tD ) = 1 äëÿ tD > 0 ðåøåíèåì
ÿâëÿåòñÿ (ñì. [1])

(61)

Ïåðâûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (610)
îáû÷íî çíà÷èòåëüíî áîëüøå âòîðîãî ÷ëåíà.
Âòîðîé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì òîëüêî â ðàí-
íèå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ÷èñëî Ïåêëå ìàëî.
Îäíàêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ïåêëå
(Pe > 1000) âòîðîé ÷ëåí îòáðàñûâàåòñÿ. Ïîýòî-
ìó ÷àñòî âìåñòî ðåøåíèÿ (61) èñïîëüçóåòñÿ ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå

. (62)

Íà ðèñ. 8 ïîêàçàí ãðàôèê ðåøåíèÿ (61) äëÿ
òðåõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ïåêëå. Èç ðèñóíêà âèäíî,
÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ïåêëå, ïåðå-
õîäíàÿ çîíà îò íàãíåòàåìîãî ñîñòàâà (C = 1) äî
íà÷àëüíîãî ñîñòàâà (C = 0) óâåëè÷èâàåòñÿ â íà-
ïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïîòîêà. Øèðèíà ïåðåõîä-
íîé çîíû óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà
Ïåêëå.
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Ðèñóíîê 8. Ðåøåíèå äèñïåðñèîííî-êîíâåêòèâíîãî óðàâíåíèÿ â ìî-
ìåíòû âðåìåíè tD =0,25 è 0,75 äëÿ Pe =10, 100 è 1000 [1]



Ðåøåíèå ïðè Pe = 1000 ïî÷òè ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé xD = tD . Óðàâíåíèå (62)
îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè, êîòî-
ðîå ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿ-
ìîé xD = tD (ïðè ýòîì C = 0,5 â òî÷êå xD = tD ).
Â ïðåäåëå (Pe → ∞) ðåøåíèå ïðèâîäèò ê îäíî-
ôàçíîìó ïîðøíåâîìó âûòåñíåíèþ ïðè îòñóòñò-
âèè äèñïåðñèè.

Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, ÷èñëà
Ïåêëå äîñòèãàþò äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷å-
íèé (íàïðèìåð, ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ ôèëüò-
ðàöèè), ïîýòîìó ïîòîê ôëþèäîâ ðàññìàòðèâà-
åòñÿ áåç ó÷åòà èõ äèñïåðñèè.

Çàêëþ÷åíèå
Â ïðåäñòàâëåííîé ñòàòüå ïðèâåäåíû àíà-

ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îäíî-
ìåðíîé ìíîãîôàçíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé
ôèëüòðàöèè, ïîëó÷åííûõ çà ñ÷åò ðÿäà ñóùå-
ñòâåííûõ óïðîùåíèé îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ
(10). Òåì íå ìåíåå, àíàëèç òàêèõ îäíîìåðíûõ
òå÷åíèé ïîçâîëÿåò âûÿâèòü îñíîâíûå ýôôåê-
òû è õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ñîâìåñòíîé
ôèëüòðàöèè ñìåñè ôëþèäîâ è ñîïîñòàâèòü
èõ ñ ðåçóëüòàòàìè ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ.

Ïåðâûé ñëó÷àé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè íå-
ñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé ïðåäñòàâëÿåò ïåð-
âûé øàã íà ïóòè ðåøåíèÿ ñëîæíîé ïðîáëåìû
ìíîãîôàçíîãî äâèæåíèÿ ôëþèäîâ áåç ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, âïåðâûå ïðåä-
ëîæåííîãî àìåðèêàíñêèìè èññëåäîâàòåëÿìè Ñ.
Áàêëååì è Ì. Ëåâåðåòòîì, íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì ôàêòàì (ïðè âûñîêîé ñêîðî-
ñòè ïîòîêà [5]) è èìååò ñóùåñòâåííîå ïðàêòè÷å-
ñêîå ïðèìåíåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå Áàêëåÿ-
Ëåâåðåòòà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñðåäíþþ íà-
ñûùåííîñòü â áåçâîäíûé ïåðèîä, ðàññ÷èòàòü
ñðåäíþþ íàñûùåííîñòü ïîñëå ïðîðûâà âîäû è
íà áàçå ýòîãî ïîëó÷èòü ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ
ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà íåôòåîòäà÷è. Ïîäîáíûå
ôîðìóëû, âûòåêàþùèå èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è î âûòåñíåíèè íåôòè (èëè ãàçà) âîäîé, ïðè-
ìåíÿþòñÿ ïðè îöåíî÷íûõ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ
îñíîâíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðàçðà-
áîòêè íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðîöåññà çàâîäíåíèÿ [9].

Âòîðîé ñëó÷àé äâóõôàçíîé äâóõêîìïî-
íåíòíîé ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì
îáîáùåíèåì çàäà÷è Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà ñ ó÷å-
òîì ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé (ñì. [1]). Ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ çäåñü äâóõêîìïîíåíòíàÿ ïðîáëåìà ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåñëîæíîé âñëåäñòâèå
òîãî, ÷òî âûòåñíåíèå «îñóùåñòâëÿåòñÿ» â ïðå-
äåëàõ îäíîé ðàáî÷åé ëèíèè (íîäû) íà äèà-

ãðàììå ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòü-ïàð. Íåñìîòðÿ
íà ýòî, ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îñíî-
âîé äëÿ îïèñàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ âèäîâ ôèëü-
òðàöèè ñìåñåé ôëþèäîâ ñ ìíîæåñòâîì êîìïî-
íåíò.

Òðåòèé ñëó÷àé äâèæåíèÿ äâóõ êîìïîíåíòîâ,
îáðàçóþùèõ îäíó ôàçó, òàêæå èìååò øèðîêóþ
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ â íåôòåïðîìûñëîâûõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ. Ïðè ýòîì äàííûé ñëó÷àé ÷àñòî
íàçûâàþò ôèëüòðàöèåé ñìåøèâàþùèõñÿ ôëþè-
äîâ (ñì. [2, 5]) è ðàññìàòðèâàþò ñ òî÷êè çðåíèÿ
äâèæåíèÿ èíäèêàòîðà, êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ â
îñíîâíóþ æèäêîñòü â î÷åíü ìàëîì êîëè÷åñòâå
(íàïðèìåð, ñìåñü èç âîäû è ðàäèîàêòèâíîãî èí-
äèêàòîðà) è íå âëèÿåò íà åå ñâîéñòâà (ïëîò-
íîñòü, âÿçêîñòü è ò.ä.). Òàêîé âèä ôèëüòðàöèè
îáëàäàåò ÷èñëåííûì ïðåèìóùåñòâîì: ýëëèïòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ðåøàåòñÿ òîëüêî
îäèí ðàç è îòäåëüíî îò óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ
ìàññû (èëè îáúåìà â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ïåðåìå-
øèâàíèÿ), òàê êàê â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò òîëü-
êî îäíà ôàçà. Ñóùåñòâóþò òðè îñíîâíûõ íà-
ïðàâëåíèÿ â ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è äâèæåíèÿ ñèñòåìû èíäèêàòîð-æèä-
êîñòü íà ïðàêòèêå: 

— èññëåäîâàíèå ÷èñëåííîé äèñïåðñèè (ðàçó-
ìååòñÿ, â îòñóòñòâèè ôèçè÷åñêîé äèôôóçèè,
êîãäà íàáëþäàåòñÿ ò.í. ïîðøíåâîå âûòåñíåíèå
èíäèêàòîðîì êîìïîíåíòà æèäêîñòè), âíîñèìîé
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè;

— èçó÷åíèå âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé â
ñòðîåíèè ïëàñòà íà ïðîöåññ ôèëüòðàöèè;

—  ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ (ïî ñêî-
ðîñòè, òî÷íîñòè è ò.ä.), êîãäà çàäà÷à ôèëüòðà-
öèè ñìåøèâàþùèõñÿ ôëþèäîâ áåðåòñÿ êàê òåñ-
òîâàÿ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêîâûå
íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, è ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ óäèâèòåëüíûì òîò ôàêò, ÷òî ðåøåíèå çà-
äà÷è Ðèìàíà íà áåñêîíå÷íîé îáëàñòè è êóñî÷-
íî-ïîñòîÿííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñ îäè-
íî÷íûì ðàçðûâîì ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî çíà÷è-
ìûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Ìíîæåñò-
âî ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ôàêòè÷åñêè
âîñïðîèçâîäÿò óñëîâèÿ çàäà÷è Ðèìàíà: ïåðâî-
íà÷àëüíî ñðåäà èìååò îäíîðîäíûå íàñûùåííî-
ñòè, à ïðîïîðöèÿ íàãíåòàåìûõ ôëþèäîâ îñòàåò-
ñÿ ïîñòîÿííîé â òå÷åíèå ýêñïåðèìåíòà. Ðåøå-
íèå çàäà÷è Ðèìàíà äàåò òàêæå èíôîðìàöèþ î
ñòðóêòóðå ñèñòåìû óðàâíåíèé, è ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî êàê ñòðîèòåëüíûé áëîê äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ðåøåíèé çàäà÷ ñ áîëåå ñëîæíûìè íà÷àëü-
íûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [2, 9].
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ðàòåëüíî âûòåñíÿþùèõ íåôòü ñ îïðå-
äåëåííûìè ñâîéñòâàìè, ñïîñîáíîñ-
òüþ ê óâåëè÷åíèþ îõâàòà ïëàñòà âîç-
äåéñòâèåì ïóòåì èçìåíåíèÿ åãî âÿçêî-
ñòè.
Ðåçóëüòàòû ïðîìûñëîâûõ èññëåäîâà-
íèé íà Áîáðîâñêîì ìåñòîðîæäåíèè

ÏÎ «Îðåíáóðãíåôòü» è Ñîñíîâñêîì
ìåñòîðîæäåíèè ÍÃÄÓ «Êèíåëü-
íåôòü» Ñàìàðñêîé ãóáåðíèè ïîêàçà-
ëè äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ýôôåêòèâ-
íîñòü ÎÏÇ íàãíåòàòåëüíûõ è äîáû-
âàþùèõ ñêâàæèí. Óñïåøíîñòü îïå-
ðàöèé ïî îäèííàäöàòè ñêâàæèíàì
ñîñòàâèëà 100%. Ñóììàðíûé ïðè-
ðîñò ïðèåìèñòîñòè ïî äåâÿòè ñêâà-
æèíàì — 1500 ì3/ñóò., à ïðèðîñò äå-
áèòà ïî äâóì íåôòÿíûì ñêâàæèíàì
— 11,7 ò/ñóò. èëè 40,3%. Â îòäåëüíûõ
íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèíàõ ïðîèçî-
øëî òðåõêðàòíîå óâåëè÷åíèå ïðè-
åìèñòîñòè è çàìåòíîå âûðàâíèâàíèå
è óâåëè÷åíèå ïðîôèëåé ðàáîòû ñêâà-
æèí, ÷òî ïîëîæèòåëüíî îòðàçèëîñü
íà äîáû÷å íåôòè â ðåàãèðóþùèõ
ñêâàæèíàõ.

Ãàôàðîâ Ø.À.

ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎ-ËÀÁÎÐÀ-
ÒÎÐÍÎÅ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ È
ÎÖÅÍÊÀ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÇÀÊÀ×-
ÊÈ «ÏÄÑ+ÏÀÂ» Â ÏÎÐÎÂÎ-ÊÀ-
ÂÅÐÍÎÇÍÎ-ÒÐÅÙÈÍÍÛÅ ÊÀÐÁÎ-
ÍÀÒÍÛÅ ÏËÀÑÒÛ ÁÀËÊÀÍÎÂ-
ÑÊÎÃÎ ÌÅÑÒÎÐÎÆÄÅÍÈß ÀÍÊ
«ÁÀØÍÅÔÒÜ»
http://www.ogbus.ru/authors/Gafarov/
Gafarov_4.pdf

Â ðàáîòå ýêñïåðèìåíòàëüíî è íà îñíî-
âå îïûòíî-ïðîìûñëîâûõ ðàáîò ïîêà-
çàíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
ÏÄÑ+ÏÀÂ äëÿ óâåëè÷åíèÿ íåôòåîò-
äà÷è ïëàñòîâ.
Èçó÷åíû îñîáåííîñòè âçàèìîäåéñò-
âèÿ ÏÄÑ ñ êàðáîíàòíîé ïîäëîæ-
êîé, óñòàíîâëåíà îïòèìàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü çàêà÷êè òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ æèäêîñòåé ñèñòåìû
ÏÄÑ+ÏÀÂ.
Îïûòíî-ïðîìûñëîâîå èñïîëüçîâàíèå
ÏÄÑ+ÏÀÂ ïðèâåëî ê ñíèæåíèþ ñðåä-
íåé îáâîäíåííîñòè ïðîäóêöèè íà
12,85%, óâåëè÷åíèþ äîáû÷è íåôòè,
óìåíüøåíèþ ñåáåñòîèìîñòè äîáûòîé
íåôòè íà 1,5 ðóá. çà òîííó. 

Ìàñëàíîâ À.À., Øàéäàêîâ Â.Â., Åìå-
ëüÿíîâ À.Â., Õàéðóëëèíà Ý.Ð., Õàëè-
êîâà À.È.

Î ÑÎÂÌÅÑÒÈÌÎÑÒÈ ÏÐÅÑÍÛÕ
È ÌÈÍÅÐÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÕ ÂÎÄ
ÍÃÄÓ «ÒÀÒÐÈÒÝÊÍÅÔÒÜ»
http://www.ogbus.ru/authors/Maslanov/
Maslanov_1.pdf

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëîñü îïðåäåëåíèå
âîçìîæíîñòè âûïàäåíèÿ îñàäêîâ ïðè
ñìåøåíèè ïðåñíûõ è ñòî÷íûõ âîä, èñ-
ïîëüçóåìûõ äàëåå äëÿ çàâîäíåíèÿ íåô-
òÿíûõ ïëàñòîâ íà ìåñòîðîæäåíèÿõ
ÍÃÄÓ «ÒàòÐÈÒÝÊíåôòü».
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